
同値類

Equivalence Class

定義 1 集合 E に同値関係 ∼が定められているとする．このとき a ∈ E に対して

Ca = {x | x ∼ a, x ∈ E}

を aを代表元 (representative)とする同値類 (equivalence class)と呼ぶ．*1

定理 1 集合 E に同値関係 ∼が定められているとき，次のことが成り立つ．

1. a ∈ Ca

2. x, y ∈ Ca =⇒ x ∼ y

3. a ∼ b =⇒ Ca = Cb

4. a 6∼ b =⇒ Ca ∩ Cb = φ

［証明］

1. a ∼ aより自明．

2. x, y ∈ Ca =⇒ x ∼ a, y ∼ a =⇒ x ∼ a, a ∼ y =⇒ x ∼ y

3. ∀x ∈ Ca について x ∼ a．また a ∼ bより x ∼ b．よって x ∈ Cb．つまり Ca ⊂ Cb．同様に Cb ⊂ Ca．

∴ Ca = Cb

4. Ca ∩ Cb 6= φと仮定すると，∀x ∈ Ca ∩ Cb について，x ∈ Ca and x ∈ Cb より x ∼ a, x ∼ b つまり

a ∼ bとなり矛盾する． ［証明おわり］

これらのことより集合 E を重なることなく完全に分類することができる．この分類を同値関係 ∼による類別
(classification)という．まとめると次のようになる．

定理 2 同値関係により集合 E を次の性質を持つ類 Ca1 , Ca2 , Ca3 , · · · , Can に類別できる．

E = Ca1 ∪ Ca2 ∪ Ca3 ∪ · · · ∪ Can , Cai ∩ Caj = φ(i 6= j), Cai 6= φ

類別による類 Ca の元 aを類 Ca の代表元と呼ぶ．また，各類から一つずつ代表元を取り出した集合

{a1, a2, a3, · · · , an}

を完全代表系 (complete system of representatives)と呼ぶ．
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*1 同値類の記号はほかにも色々あり，[a], a, C(a)などと表す．
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