
複素積分

定義 1 α = z(a)と β = z(b)を結ぶ積分路 C に対して∫
C

f(z)dz =
∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

定理 1 点 z0 を中心とし，半径 r の円周を C とする．また，nを整数とするとき，

n 6= −1 ならば
∫

C

(z − z0)ndz = 0

n = −1 ならば
∫

C

(z − z0)ndz = 2πi

［証明］z0 = a + biとすると，C は

x = a + r cos θ, y = b + r sin θ (0 ≤ θ ≤ 2π)

と表せる．
z − z0 = r(cos θ + i sin θ) = reiθ, z′(θ) = ireiθ

であるから， ∫
C

(z − z0)ndz =
∫ 2π

0

rneinθireiθdθ = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)θdθ

n 6= −1のとき ∫ 2π

0

ei(n+1)θdθ =
∫ 2π

0

cos(n + 1)θ + i sin(n + 1)θdθ

=
[

1
n + 1

{sin(n + 1)θ − i cos(n + 1)θ}
]2π

0

= 0

n = −1のとき ∫
C

(z − z0)−1dz = i

∫ 2π

0

dθ = 2πi

［証明おわり］

問題 1 積分路 C を半円 z = z0 + reiθ(θ : 0 → π)とするとき，∫
C

(z − z0)ndz

を求めよ．

［解］ ∫
C

(z − z0)ndz = irn+1

∫ π

0

ei(n+1)θdθ

n 6= −1のとき ∫
C

(z − z0)ndz = irn+1

[
1

n + 1
{sin(n + 1)θ − i cos(n + 1)θ}

]π

0

=
rn+1

n + 1
[cos(n + 1)θ]π0
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nが偶数のとき ∫
C

(z − z0)ndz = −2rn+1

n + 1

nが奇数（ただし，n 6= −1）のとき ∫
C

(z − z0)ndz = 0

n = −1のとき ∫
C

(z − z0)ndz = i

∫ π

0

dθ = πi
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