
複素積分 (2)

問題 1 複素積分を用いて，
∫ 2π

0

dθ

4 cos θ + 5
を求めよ．

［解］C : z = eiθ(0 ≤ θ ≤ 2π)とする．∫
C

f(z)dz =
∫ 2π

0

dθ

4 cos θ + 5
(1)

とおき，これを満たす f(z)を以下で見つける．∫
C

f(z)dz =
∫ 2π

0

f(z)
dz

dθ
dθ =

∫ 2π

0

f(z)ieiθdθ =
∫ 2π

0

f(z)izdθ

一方
1

4 cos θ + 5
=

1
2(eiθ + e−iθ) + 5

=
1

2z + 5 + 2z−1

であるから，(1)より，

f(z)iz =
1

2z + 5 + 2z−1

であることが (1)を満たす十分条件である．

f(z) =
−i

2z2 + 5z + 2
=

−i

2
(

z +
1
2

)
(z + 2)

f(z)は二つの孤立特異点 −1
2
,−2をもつが，C の内部にあるのは −1

2
のみである．∫

C

f(z)dz = 2πiRes
(

f(z),−1
2

)
= 2πi · −i

2
(
−1

2
+ 2

) =
2
3
π · · ·Ans.

問題 2 複素積分を用いて，
∫ 2π

0

cos2 θdθ を求めよ．

［解］C : z = eiθ(0 ≤ θ ≤ 2π)とする．∫
C

f(z)dz =
∫ 2π

0

cos2 θdθ (2)

とおき，これを満たす f(z)を以下で見つける．∫
C

f(z)dz =
∫ 2π

0

f(z)
dz

dθ
dθ =

∫ 2π

0

f(z)ieiθdθ =
∫ 2π

0

f(z)izdθ

一方

cos2 θ =
(

eiθ + e−iθ

2

)2

=
1
4

(
z2 + 2 +

1
z

)
であるから，(1)より，

f(z)iz =
1
4

(
z2 + 2 +

1
z2

)
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であることが (1)を満たす十分条件である．

f(z) =
1
4

(
−iz +

−2i

z
+

−i

z3

)
f(z)は孤立特異点 0をもち，留数は − i

2
である．よって∫

C

f(z)dz = 2πi ·
(
− i

2

)
= π · · ·Ans.

問題 3 複素積分を用いて，
∫ ∞

−∞

1
x2 + a2

dx (a > 0)を求めよ．

［解］

C ′（半円の部分のみ）

C

ia

−R RO

図 1

積分路を図 1のように定めると ∫
C

dz

z2 + a2
=

∫ R

−R

dx

x2 + a2
+

∫
C′

dz

z2 + a2

留数定理より ∫
C

dz

z2 + a2
= 2πi lim

z→ai

1
z + ai

= 2πi
1

2ia
=

π

a

C ′ : z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)であるから∫
C′

dz

z2 + a2
=

∫ π

0

izdθ

z2 + a2
=

∫ π

0

Rieiθdθ

R2e2iθ + a2

この被積分関数は R → ∞のとき 0に近づく（ここ，もう少し論証が必要かもしれない）．つまりこの積分自

体も 0に近づく．よって，求める積分も R → ∞によって
∫

C

dz

z2 + a2
つまり

π

a
に近づく．

（答）
π

a

問題 4
∫ ∞

−∞

eikx

x2 + a2
dx (a > 0, k > 0)を求めよ．

［解］積分路を図 1のように定めると∫
C

eikzdz

z2 + a2
=

∫ R

−R

eikxdx

x2 + a2
+

∫
C′

eikzdz

z2 + a2

留数定理より ∫
C

eikzdz

z2 + a2
= 2πi lim

z→ai

eikz

z + ai
= 2πi

e−ak

2ia
=

e−akπ

a
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C ′ : z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)であるから∫
C′

eikzdz

z2 + a2
=

∫ π

0

eikzizdθ

z2 + a2

=
∫ π

0

eikReiθ

Rieiθdθ

R2e2iθ + a2

=
∫ π

0

eikR(cos θ+i sin θ)Rieiθdθ

R2e2iθ + a2

=
∫ π

0

eikR cos θe−kR sin θRieiθdθ

R2e2iθ + a2

R → ∞のとき
|eikR cos θ| = 1

k > 0なので，
e−kR sin θ → 0 (3)

前問より
Rieiθ

R2e2iθ + a2
→ 0

被積分関数全体は 0に近づく．つまりこの積分自体も 0に近づく．よって，求める積分も R → ∞によって∫
C

eikzdz

z2 + a2
つまり

e−akπ

a
に近づく．

（答）
e−akπ

a

問題 5
∫ ∞

−∞

eikx

x2 + a2
dx (a > 0, k < 0)を求めよ．

［解］この問題は k < 0 であることを除けば，前問題と全く同じである．しかし前問 (3) が成り立たないの

で，同様に解くことはできない，そこで積分路を上側半円ではなく図 2のように下側半円とする．

−ia

−R RO

C

C ′（半円の部分のみ）

図 2

∫
C

eikzdz

z2 + a2
=

∫ R

−R

eikxdx

x2 + a2
+

∫
C′

eikzdz

z2 + a2

この式は前問と全くおなじであるが，積分路が通常の左回りではなく，右回りになっていることに注意を払わ

なくてはいけない．よって∫
C

eikzdz

z2 + a2
= −2πi lim

z→−ai

eikz

z − ai
= −2πi

eak

−2ia
=

eakπ

a
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C ′ : z = Reiθ(0 ≥ θ ≥ −π)であるから∫
C′

eikzdz

z2 + a2
=

∫ −π

0

eikzizdθ

z2 + a2

=
∫ −π

0

eikR cos θe−kR sin θRieiθdθ

R2e2iθ + a2

R → ∞のとき
|eikR cos θ| = 1

k < 0なので，
e−kR sin θ → 0

前問より
Rieiθ

R2e2iθ + a2
→ 0

被積分関数全体は 0に近づく．つまりこの積分自体も 0に近づく．よって，求める積分も R → ∞によって∫
C

eikzdz

z2 + a2
つまり

eakπ

a
に近づく．

（答）
eakπ

a

一般に ∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx

を f(x)のフーリエ変換とよぶ．

問題 6 複素積分を用いて
∫ ∞

0

sinx

x
dxを求めよ．

［解］特異点を避けて図 3のように積分路をとる．

−R RO

C1

C2 C4

C3

−ε ε

図 3

z = x + yiのとき ez = ex(cos y + i sin y)なので，

eiz = e−y(cos x + i sinx))

そこで
−ieiz

z
を f とおいてもいいのだが，計算を楽にするために

f =
eiz

z
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とおくことにしよう．C1 では，円周上なので z = Reiθ とおける．∫
C1

fdz =
∫

C1

eiz

Reiθ
dz

=
∫ π

0

eiz

Reiθ

dz

dθ
dθ

=
∫ π

0

eiz

Reiθ
iReiθdθ

=
∫ π

0

ieizdθ

= i

∫ π

0

eiR(cos θ+i sin θ)dθ = i

∫ π

0

eiR cos θe−R sin θdθ∣∣∣∣∫
C1

fdz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣eiR cos θ
∣∣ ∣∣e−R sin θ

∣∣ dθ

=
∫ π

0

∣∣e−R sin θ
∣∣ dθ

=
∫ π

0

e−R sin θdθ

= 2
∫ π

2

0

e−R sin θdθ

sin θ ≥ 2θ

π

(
0 ≤ θ ≤ π

2

)
であるから（図 4）

O

y

θ

y = 2θ
π

y = sin θ

1

π
2

図 4

∫ π
2

0

e−R sin θdθ ≤
∫ π

2

0

e
−R

2θ

π dθ

= − π

2R

e
−R

2θ

π


π
2

0

=
π

2R
(1 − e−R)

<
π

2R
→ 0(R → ∞)
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同様に C3 では，z = εeiθ とおける．∫
C3

fdz =
∫

C3

eiz

εeiθ
dz

= i

∫ 0

π

eiε(cos θ+i sin θ)dθ

= i

∫ 0

π

eiε cos θe−ε sin θdθ

= i

∫ 0

π

e−ε sin θ(cos(ε cos θ) + i sin(ε cos θ))dθ

ε → 0のとき
ε cos θ → 0, ε sin θ → 0, cos(ε cos θ) → 1, sin(ε cos θ) → 0, e−ε sin θ → 1

∴
∫

C3

fdz → i

∫ 0

π

dθ = −iπ

∫
C2

fdz =
∫ −ε

−R

eix

x
dx =

∫ −ε

−R

cos x + i sinx

x
dx

=
∫ ε

R

cos x − i sinx

x
dx

=
∫ R

ε

− cos x + i sinx

x
dx∫

C4

fdz =
∫ R

ε

eix

x
dx =

∫ R

ε

cos x + i sin x

x
dx∫

C2

fdz +
∫

C4

fdz = 2i

∫ R

ε

sinx

x
dx

ε → 0, R → ∞のとき

0 − iπ + 2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx = 0∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
· · · (Ans.)

y = 1
x

y = − 1
x

y = sin x
x

x

y

O
π 2π 3π

sin x
x のグラフ
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∫ x

0

sin t

t
dtは正弦積分 (sine integral)と呼び，Si(x)で表す．

問題 7 複素積分を用いて
∫ ∞

0

dx

xn + 1
を求めよ．

［解］図 5のように積分路 C をとる．特異点を調べると，zn + 1 = 0の解は z = e
(2n−1)πi

2n であるから，C の

内部にあるのは e
πi
n だけである．この特異点における留数は

Res(e
πi
n ) =

1
n(e

πi
n )n−1

=
1

n(eπi−πi
n )

= −e
πi
n

n

∴
∫

C

dz

zn + 1
= −2πie

πi
n

n

R

I

O r

2π

n

C

1

C0（円弧部分）

図 5

円弧部分の積分は∣∣∣∣∫
C0

dz

zn + 1

∣∣∣∣ ≤ 1
rn − 1

· 2πi

n
→ 0(r → ∞)図 6および「留数」定理 5参照
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R

I

O rn + 11 rn − 1

図 6

∫
C

dz

zn + 1
=

∫
C0

dz

zn + 1
+

∫ r

0

dx

xn + 1
− e

2πi
n

∫ r

0

dx

xn + 1

右辺第一項は 0に収束するので

−2πie
πi
n

n
=

(
1 − e

2πi
n

) ∫ ∞

0

dx

xn + 1

∴
∫ ∞

0

dx

xn + 1
=

−2πie
πi
n

n

1 − e
2πi
n

=
2πie

πi
n

n(e
2πi
n − 1)

=
2πi

n(e
πi
n − e−

πi
n )

=
2πi

n · 2i sin
(

π
n

) =
π

n sin
(π

n

) · · · (Ans.)
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