
留数

定義 1 孤立特異点 f(z)が αで正則でないとき，αを f(z)の特異点とよぶ．とくに αを含む領域 D 内で

αを除いて正則であるとき，αを f(z)の孤立特異点とよぶ．

定理 1 f(z)は領域 D 内で αを孤立特異点に持ち，αを除いて正則とする．C を D 内の αのまわりを一周

する単純閉曲線とするとき，積分値
∫

C

f(z)は，このような C のとり方に無関係である．

［証明略］

定義 2 αが f(z)の孤立特異点のとき，
1

2πi

∫
C

f(z)dz

を f(z)の αにおける留数といい，Res(f(z), α)で表す．

定理 2 f(z)が閉曲線 C の周と内部を含む領域 D で α1, α2, α3, · · · , αn を孤立特異点を持ち，他では正則の

とき， ∫
C

f(z)dz = 2πi

n∑
j=1

Res(f(z), αj)

である．

［証明略］

定理 3
|z1z2| = |z1||z2|

［証明略］

定理 4 実変数 tの複素数値関数 φ(t)において，a < bとすると，∣∣∣∣∣
∫ b

a

φ(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|φ(t)|dt

［証明］ ∫ b

a

φ(t)dt =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

φ(t)dt

∣∣∣∣∣ eiθ, φ(t) = |φ(t)|eiη

とおくと ∣∣∣∣∣
∫ b

a

φ(t)dt

∣∣∣∣∣ = e−iθ

∫ b

a

φ(t)dt

= e−iθ

∫ b

a

eiη|φ(t)|dt

=
∫ b

a

ei(η−θ)|φ(t)|dt

=
∫ b

a

cos(η − θ)|φ(t)|dt ≤
∫ b

a

|φ(t)|dt
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［証明おわり］

定理 5 |f(z)|の曲線 C 上での最大値をM,C の長さを L, a < bとすると，∣∣∣∣∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(z(t))||z′(t)|dt ≤ ML

が成り立つ．

［証明］
z(t) = x(t) + iy(t)

とする． ∣∣∣∣∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(z(t))z′(t)dz

∣∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f(z(t))z′(t)|dz

=
∫ b

a

|f(z(t))||z′(t)|dz

≤
∫ b

a

M |z′(t)|dz

= M

∫ b

a

|z′(t)|dz

= M

∫ b

a

√
{x′(t)}2 + {y′(t)}2dz = ML

［証明おわり］

定理 6 αが f(z)の孤立特異点で
l = lim

x→α
(z − α)f(z)

が存在すれば
l = Res(f(z), α)

である．

［証明］C を αを中心とする半径 r の円周とする．

I =
1

2πi

∫
C

{
f(z) − l

z − α

}
dz (1)

とすると，

I =
1

2πi

∫
C

(z − α)f(x) − l

z − α
dz

|I| =
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
C

(z − α)f(x) − l

z − α
dz

∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∫
C

(z − α)f(x) − l

z − α
dz

∣∣∣∣
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C 上での |(z − α)f(x) − l|の最大値をmとすると∣∣∣∣ (z − α)f(x) − l

z − α

∣∣∣∣ =
|(z − α)f(x) − l|

|z − α|

=
|(z − α)f(x) − l|

r
≤ m

r

C の弧長は 2πr であるから，前定理より，

|I| ≤ 1
2π

· m

r
· 2πr = m (2)

定理 1よりこの関係は C の大きさによらない．つまり C をどれだけ小さくしても成り立つ．いま r → 0とす

ると (z − α)f(z) → lなので，|(z − α)f(x) − l| → 0. つまりm → 0．(2)より

I = 0

(1)より
1

2πi

∫
C

f(z)dz =
1

2πi

∫
C

l

z − α
dz = l

［証明おわり］

定理 7 g(z)が点 αの近傍で正則で，h(α) = 0, h′(α) 6= 0ならば，

Res
(

g(z)
h(z)

, α

)
=

g(α)
h′(α)

である．

［証明］前定理より

Res
(

g(z)
h(z)

, α

)
= lim

x→α

(z − α)g(α)
h(α)

= lim
x→α

g(z)
h(z) − h(α)

z − α

=
lim
x→α

g(z)

lim
x→α

h(z) − h(α)
z − α

=
g(α)
h′(α)

［証明おわり］

問題 1 次の関数の特異点と，その点における留数を求めよ．

(1)
1

z2 + 1
(2) tan z (3)

ez

sinh z
(4)

cos z

z(z − 2i)

［解］(1)
1

z2 + 1
=

1
(z + i)(z − i)

Res
(

1
z2 + 1

,−i

)
= lim

z→−i

1
z − i

= − 1
2i

Res
(

1
z2 + 1

, i

)
= lim

z→i

1
z + i

=
1
2i
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(2) tan z =
sin z

cos z
定理 7より

Res
(
tan z,

π

2
+ nπ

)
=

sin
(π

2
+ nπ

)
− sin

(π

2
+ nπ

) = −1

(3) sinh z =
ez − e−z

2
= 0とおくと e2z = 1

e2x+2iy = e2x(cos 2y + i sin 2y) = 1より x = 0, y = nπ

よって，特異点は z = inπ

(sinh z)′ = cosh z =
ez + e−z

2
より

α = inπ とおくと Res
(

ez

sinh z
, α

)
=

2eα

eα + e−α
=

2e2α

e2α + 1
= 1

(4) 特異点は z = 0, 2i

Res(f(z), 0) = lim
x→0

zf(z) = lim
x→0

cos z

z − 2i
=

1
−2i

=
i

2

Res(f(z), 2i) = lim
x→0

cos z

z
=

cos 2i

2i
=

e2 + e−2

4i
= − i(e2 + e−2)

4

定義 3 関数 f(x)が孤立特異点 αの近傍内の点 z( 6= α)で

f(z) =
a−p

(z − α)p
+ · · · + a−1

z − α
+ g(z)

と表されるとき，αを f(z)の位数 pの極という．ただし g(z)は αの近傍において正則であるとする．

定理 8 定義 3において
Res(f(z), α) = a−1

［証明］

Res(f(z), α) =
1

2πi

∫
C

f(z)dz

= a−p · 0 + · · · + a−1 + 0 = a−1

［証明おわり］

定理 9 αが f(z)の p位の極ならば

Res(f(z), α) =
1

(p − 1)!
lim
z→α

dp−1

dzp−1
{(z − α)pf(z)}

である．

［証明］
f(z) =

a−p

(z − α)p
+ · · · + a−1

z − α
+ g(z)

であるから
(z − α)pf(z) = a−p + · · · + a−1(z − α)p−1 + (z − α)pg(z)

これを p − 1回微分すると，p − 1次未満は全て 0になって，

dp−1

dzp−1
(z − α)pf(z) = a−1(p − 1)! + (z − α)h(z)

4/5



とかける．g(x)は αの近傍内で正則なので h(z)も正則

∴ lim
z→α

dp−1

dzp−1
(z − α)pf(z) = a−1(p − 1)!

∴ 1
(p − 1)!

lim
z→α

dp−1

dzp−1
(z − α)pf(z) = a−1 = Res(f(z), α)

［証明おわり］

とくに αが f(z)の 2位の極ならば

Res(f(z), α) = lim
z→α

d

dz
{(z − α)2f(z)}

問題 2 次の関数の括弧の中の特異点における留数を求めよ．

(1)
1

z(z − 1)2
(α = 1) (2)

1
z(z + 3)3

(α = −3)

［解］(1)
1

z(z − 1)2
=

a

z
+

b

(z − 1)2
+

c

z − 1
とおくと a = b = 1, c = −1

∴ Res
(

1
z(z − 1)2

, 1
)

= −1

(2)
1

z(z + 3)3
=

a

z
+

b

(z + 3)3
+

c

(z + 3)2
+

d

z + 3
とおくと a =

1
27

, b = −1
3
, c = −1

9
, d = − 1

27

∴ Res
(

1
z(z + 3)3

,−3
)

= − 1
27
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