
階乗の末尾の 0の個数

問題　次の問題に答えよ．

(1) 2009!の末尾にはいくつの 0が続くか．

(2) x!の末尾には 2009個の 0が続く．xはいくつからいくつまでの数か．

解

(1) 0の個数は因数 5の数に等しい．

2009 ÷ 5 = 401. . .4
401 ÷ 5 = 80. . .1
80 ÷ 5 = 16
16 ÷ 5 = 3. . .1

401 + 80 + 16 + 3 = 500 · · · (Ans.)

[評] 500という答えが美しい．この値は 2005年から 2009年の 5年間だけである．wxMaximaによ

り計算した結果を下に示す．最後の 0でない桁がわかるようにしてある．

2009!/10^490;

173650764920611800423584157356[5216digits]266179392912532439040000000000

(2) 55 = 3125の階乗を考えると，約数 5の個数は，

1 + 5 + 25 + 125 + 625 =
55 − 1
5 − 1

=
3124

4
= 781

さらにその上の，56 = 15625の階乗を考えると，

1 + 5 + 25 + 125 + 625 + 3125 = 781 + 3125 = 3906(個)

の 5の約数をもつ．つまり
3125 < x < 15625

である．これを 5進数表示にするとこうなる．105 = 100000の階乗を考えると，約数 10の個数は，

1 + 10 + 100 + 1000 + 10000 = 11111

さらにその上の，106 = 1000000の階乗を考えると，

1 + 10 + 100 + 1000 + 10000 + 10000 + 100000 = 111111(個)

の 10の約数をもつ．つまり
100000 < x < 1000000

である．(1) の解の余りの数を見てもわかるように，

(2009)10 = (31014)5
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普通低い進数表示に直すには，大きい桁から割っていくことが多い，たとえば 5進数に直す場合である

と，÷625,÷125 · · · という具合であるが，5進数であれば ÷5を何回も行ってその余りを記録していく

ほうが実際は計算間違いが少ないと思われる．しかし，説明するに困難であるためこの方法は普通用い

られないと思われる．

ここから各桁が 1の整数の整数倍を引いていけばよいわけである．すべて 5進法による計算である

から電卓には頼らないほうがよい．Winsowsに付属している関数電卓も 2,4,8,16進法には対応してい

るが 5進法には対応していない．

31014 = 22222 + 3242
= 22222 + 2222 + 1020
= 22222 + 2222 + 444 + 21
= 22222 + 2222 + 444 + 11 + 10
= 22222 + 2222 + 444 + 11 + 4 + 1

x = (224141)5

10進表示になおすと，

x = 55 × 2 + 54 × 2 + 53 × 4 + 52 + 5 × 4 + 1
= 3125 × 2 + 625 × 2 + 125 × 4 + 25 + 5 × 4 + 1
= 8046

と，めでたく解けたように見えるが実は最後の一桁が大変悩ましい．5進表示の最後の桁を切り捨てた

8045も切り上げた 8050も題意を満たさないのである．つまり 8050が 25の倍数でもあるため，0の数

が 2008個から 2010個までとんでしまうのである．運が悪いといえばそれまでだが，少なくとも 5回

に 1回は起こることで，数字が大きくなるほど，その確率はわずかずつ上がる．2009はそういう数字

であったわけである．であるからこの問題の答は「解なし」である．次に実際の計算結果を示す．

8045!/10^2000;

256927271778943319181614413000[25869digits]552850666164251420262400000000

8050!/10^2000;

867461103432586617490582904931[25888digits]618513194715373895680000000000
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