
メビウスの関数と反転公式

Möbius Function & Möbius Inversion Formula

定義 1 n ∈ Nについて
µ(1) = 1
nが平方因子を持つとき，µ(n) = 0
nが k 個の相異なる素数の積に等しいとき，µ(n) = (−1)k

と定義し，この様な関数 µ(n)をメビウスの関数と呼ぶ．

[例]

µ(1) = 1, µ(2) = −1, µ(3) = −1, µ(4) = 0, µ(5) = −1, µ(6) = 1, µ(7) = −1, µ(8) = 0, µ(9) = 0, µ(10) = 1

定理 1 (m,n) = 1のとき
µ(mn) = µ(m)µ(n)

(m,n) 6= 1のとき
µ(mn) = 0

[証明] (m,n) = 1のとき,m,nの素因数分解の結果を

m = p1
e1p2

e2p3
e3 · · · pj

ej

n = q1
f1q2

f2q3
f3 · · · qk

fk

とする．e, f の中に一つでも 2以上のものがあれば，

µ(mn) = µ(m)µ(n) = 0

e, f が全て 1であれば，
µ(m) = (−1)j , µ(n) = (−1)k, µ(mn) = (−1)j+k

∴ µ(mn) = µ(m)µ(n)

(m,n) 6= 1のときはmnの中に一組以上の素数の平方をもつことになるので当然

µ(mn) = 0

[証明おわり]

つまりメビウスの関数は乗法的関数である．

定理 2 n > 1ならば，
d|n∑

µ(d) = 0

[証明]
n = p1

e1p2
e2p3

e3 · · · pk
ek
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とすると

d|n∑
µ(d) =

x∑
µ(p1

x1p2
x2p3

x3 · · · pk
xk)

ここで
∑
の上の xというのが漠然としているが，0 ≤ x1 ≤ e1, 0 ≤ x2 ≤ e2, 0 ≤ x3 ≤ e3, · · · , 0 ≤ xk ≤ ek

を満たす全ての x1, x2, x3, · · · , xk の組み合わせについての和という意味である．このなかで 0にならないも

のを拾い集めれば，

d|n∑
µ(d) =µ(1) + {µ(p1) + µ(p2) + µ(p3) + · · · + µ(pk)}

+ {µ(p1p2) + µ(p1p2) + µ(p1p3) + · · · + µ(pk−1pk)}
+ {µ(p1p2p3) + µ(p1p2p4) + µ(p1p2p5) + · · · + µ(pk−2pk−1pk)}
+ µ(p1p2p3 · · · pk)

=kC0 −k C1 +k C2 − · · · + (−1)k
kCk

=0

[証明おわり]

補題 1 d|nかつ e|d ⇐⇒ e|nかつ n

d
|n
e

[証明] d|nかつ e|dのとき
n = ije = id

とおける．e|nであることは当然言える．
n

d
= i,

n

e
= ij

であるから，
n

d
|n
e
.逆に

n

d
|n
e
であれば，当然 d|n, e|nであり，なおかつ

n

e
= k

n

d

とおけるので，
ek = d

つまり
e|d

[証明おわり]

定理 3 （メビウスの反転公式）
d|n∑

F (d) = G(n)

ならば

F (n) =
d|n∑

µ
(n

d

)
G(d) (1)
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[証明] (1)の右辺に

G(d) =
e|d∑

F (e)

を代入して

右辺 =
d|n∑

µ
(n

d

) e|d∑
F (e)

=
d|n∑ e|d∑

µ
(n

d

)
F (e)

補題より

右辺 =
e|n∑ n

d |n
e∑

µ
(n

d

)
F (e)

=
e|n∑

F (e)

n
d |n

e∑
µ

(n

d

)

定義 1，定理 2より

n
d |n

e∑
µ

(n

d

)
は e = nのとき 1，それ以外では 0なので

右辺 = F (n)

[証明おわり]
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