
イデアル

有理整数環 Zにおいて，aの倍数全体の集合は，

Za = {ra|r ∈ Z}

と表される．Zの部分集合 Zaを I と書くと，I は次の性質を満たす．

b, c ∈ I =⇒ b + c ∈ I

m ∈ Z, b ∈ I =⇒ mb ∈ I

定義 1 整数環 Zの部分集合 I が以下の条件を満たすとき，I を Zのイデアルという．

1. m,n ∈ I であればm + n ∈ I

2. m ∈ I と任意の整数 aに対して am ∈ I

整数m1,m2, m3, · · · ,mi が与えられたとき，Zの部分集合 (m1,m2, m3, · · · ,mi)を

(m1, m2,m3, · · · , mi) =


l∑

j=1

ajmj

∣∣∣∣∣ aj ∈ Z(j = 1, 2, 3, · · · , l)


と定めると，これは Zのイデアルであることが分かる．これをm1, m2,m3, · · · ,mi から生成されるイデアル

と呼ぶ．ただ 1つの整数mから生成されるイデアル (m)を特に単項イデアルという．

定理 1 整数環 Zのイデアル I は全て単項イデアルである

［証明］I = {0}のときは I = (0)である．

I が 0と異なる元mを含む場合，もしm < 0ならばイデアルの定義より −m ∈ I だから，I は必ず自然数

を含む．その自然数の中で最小のものを aとする．aは I の元だから

(a) = Za ⊂ I

逆に I の任煮の元を nとすると，
n = aq + r(0 ≤ r < a)

を満たす整数 q, r が存在する．a ∈ I より，aq ∈ I．また n ∈ I であるから r = n − aq ∈ I．I の元で，最小

の自然数は aであるので，0 < r < aとなることは無い．よって r = 0．

∴ n = aq ∈ (a)

∴ I ⊂ (a)

∴ I = (a)

［証明おわり］

定理 2 整数m1,m2,m3, · · · ,miから生成されるイデアル (m1,m2,m3, · · · ,mi)に対して，m1,m2,m3, · · · ,mi

の最大公約数*1を dとすると，
(m1,m2,m3, · · · ,mi) = (d)

*1 この場合，mの中に 0を含んでもかまわない．その場合最大公約数は (0, m) = mと定義する．
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が成り立つ．

［証明］前定理よりイデアルは全て単項イデアルであることがわかった．よってその単項イデアルがどのよう

なものであるか調べればよい．
(m1,m2,m3, · · · ,ml) = (d1)

とすると，(−d1) = (d1)であるので，d1 > 0と仮定してよい．

d1 = a1m1 + a2m2 + a3m3 + · · · alml

と書ける．右辺の各項は dで割り切れるので，d1 も dで割り切れる．また，

mj = bjd1 + cj(0 ≤ cj < d1)

とおくと，bjd1 ∈ I,mj ∈ I より
cj = mj − bjd1 ∈ I

c1 は d1 より小さい自然数とはなりえないので，cj = 0 つまり d1 はm1,m2, m3, · · · ,ml の公約数である．d

の倍数でもあるので，
d = d1

［証明おわり］
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