
∫ x1
x0

F (x, y1, y2, · · · , yn, y
′
1, y

′
2, · · · , y′n)dxの形の汎関数

ひとつのみ変化する変関数 yi(x)を考え，その他の変関数は固定したままにする．つまり，

v(y1, y2, · · · , yn) = ṽ(yi)

とかける．ṽ(yi)というのは，いわば偏微分のように他を固定して，という意味である．この汎関数を極値に

する関数は，オイラーの方程式，

Fyi −
d

dx
Fy′

i
= 0

を満足しなければならない．このことは全ての Fyi についていえることであるから，次のオイラーの方程式系

（連立オイラーの方程式），

Fyi −
d

dx
Fy′

i
= 0, i = 1, 2, · · · , n

が得られる．特に，汎関数が 2つの変関数 y(x), z(x)だけに依存するときは，

v(y(x), z(x)) =
∫ x1

x0

F (x, y, z, y′, z′)dx,

y(x0) = y0, y(x1) = y1, z(x0) = z0, z(x1) = z1

と表され，極値曲線は次のオイラーの方程式系を満たす．

Fy − d

dx
Fy′ = 0, Fz −

d

dx
Fz′ = 0 (1)


Fy − ∂

∂x
Fy′ − ∂

∂y
Fy′

dy

dx
− ∂

∂z
Fy′

dz

dx
− ∂

∂y′Fy′
dy′

dx
− ∂

∂z′
Fy′

dz′

dx
= 0

Fz − ∂

∂x
Fz′ − ∂

∂y
Fz′

dy

dx
− ∂

∂z
Fz′

dz

dx
− ∂

∂y′ Fz′
dy′

dx
− ∂

∂z′
Fz′

dz′

dx
= 0

より， {
Fy − Fxy′ − Fyy′y′ − Fzy′z′ − Fy′y′y′′ − Fz′y′z′′ = 0
Fz − Fxz′ − Fyz′y′ − Fzz′z′ − Fy′z′y′′ − Fz′z′z′′ = 0

となるが，長すぎるので，(1)で覚えておけばいいだろう．

例題 1. 次の汎関数の極値曲線を求めよ．

v(y(x), z(x)) =
∫ x1

x0

(y′2 + z′2 + 2yz)dx, y(0) = 0, y
(π

2

)
= 1, z(0) = 0, z

(π

2

)
= −1

解 Fy = 2z, Fy′ = 2y′, Fz = 2y, Fz′ = 2z′ であるから，オイラーの方程式系は，{
2z − 2y′′ = 0

2y − 2z′′ = 0
つまり，

{
z = y′′

y = z′′
， さらには，y(4) − y = 0
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と表せる．微分方程式に対して，特性方程式は，

λ4 − 1 = 0

特性根は，
λ = ±1,±i

後述の定理により，この微分方程式の特殊解は，

e±x, cos x, sinx

であって，求める解は，この 4つの解の 1次結合で表される．つまり，

y = C1e
−x + C2e

x + C3 cos x + C4 sinx

初期条件 y(0) = 0より，
C1 + C2 + C3 = 0

z(0) = 0より，
C1 + C2 − C3 = 0

∴ C3 = 0

C1 = −C2

y
(π

2

)
= 1より，

C1e
−π

2 + C2e
π
2 + C4 = 1

z
(π

2

)
= −1より，

C1e
−π

2 + C2e
π
2 − C4 = −1

∴ C4 = 1

C1e
−π

2 − C1e
π
2 = 0

C1

(
1

e
π
2
− e

π
2

)
= 0

∴ C1 = C2 = 0

∴ y = sin x, z = − sinx

定理 定数係数の微分方程式，

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · · + an−1y
′ + any = 0

に対する特性方程式を，
λn + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + · · · + an−1λ + an = 0

とする．この単根を，
λ1, · · · , λj
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相異なる k 種類の実数のmj 重根を，
µ1, · · · , µk

相異なる l種類の虚数の nj 重根（共役で 1種類と数える）を，

α1 + iβ1, · · · , αl + iβl, α1 − iβ1, · · · , αl − iβl

とすると，微分方程式の n個の特殊解は，

eλ1 , · · · , eλj ,

eµj , · · · , xmj−1eµj , (j = 1, 2, · · · , k)

eαjx cos βjx, · · · , xnj−1 cos βjx, (j = 1, 2, · · · , l)

eαjx sinβjx, · · · , xnj−1 sinβjx, (j = 1, 2, · · · , l)

で，一般解はこれらの一次結合で与えられる．

別解 ラプラス変換を用いて，

s4Y − s3y(0) − s2y′(0) − sy′′(0) − y′′′(0) − Y = 0

(s4 − 1)Y − As3 − Bs = 0

Y =
As3 + Bs

s4 − 1
=

C1s

s2 + 1
+

C2

s2 + 1
+

C3

s − 1
+

C4

s + 1

∴ y = C1 cos x + C2 sinx + C3e
x + C4e

−x

（後略）
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